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R&urn& NOUS montrons que si le c8ne rationnel g&r&e par G 7, le langage de Dyck sur une 
lettre, contient le praduit de deux langages definis sur des alphat ets disjoints, n&essairement I’un 
des deux langages est rationnel. Cette propriete n’est pas vraie pour le c6ne rationnel genere par 
W, le langage de semi-Dyck sur une lettre. 
Les “Familles Agreables de Langages” (en anglais, “Full Abstract Families of 
-Languages”) ont et6 introduites par Ginsburg et Greibach [5]. es transductions 
rationnelles caracterisees en terme de bimorp:lismes alphabetiques par Nivat [9], se 
sont revelees un outi essentiel pour l’etude de ces familles et des cones rationnels 
qur sent justement lass classes de langage closes par tr uction rationnelle. 
Considcrons D X (respectivement, Dk*) le langage de ck (respectivemen t, de 
semi-Dyck) sur yt lettres, c’est-g-dire la classe du mot vide e dans Ia congruence 
engendree par GiZi = Zi eZi 
theoreme de Chomsky et Schutzenberger impliqce que, pour tout y1 -3 2, 
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Soient Y = {b,, . . . , bp) un alphabet et L,, Lz deux langages inclus dans Y *. 
‘operation “Shufle” est definie par: 
Le quotient de L1 par L2, note SI/L2 est egal B {u E Y”: 3v E IA, uv E L1}. Le mot 
u est un j/&cur iteli;znf de L I, si AV est different du mot vide e et s’il e.xiste 
U1, U;!E Y” tels que UlU *ld,iz G Ll. La fonction de Parikh, notee $J~ (ou 3/ s’il n’y a 
pas de confusion possible) est l’homomorphisme canonique de Y* dans 
designe l’ensemble des entiers naturels. Un ensemble S de NP est un ensemble 
li#&aire s’il existe x0, . . . 9 & fif 
AiXi : hi E IV l 
i=t 
l’ensemble des entiers relatifs et posons \I{O}. Si A et B 
sont inclus dansZ, notons A+,B={a+b: aEA, e7EB}, AB={ab: aEA, 
bEB} et - A = (f - a: a f A}. Enfin, pour tout x E Z, IX 1 designera la valeur 
absolue de x et nous utiliserons ,X 5 la place de {x}. 
ous utilfserons la propriete suivante qui est bien connue et s’obtient aisement B 
partir du theoreme de 
Si R est un laregage rationnel, il existe des dangages rationnels 
(ii):pour tom i E {I,. . .) k }, Tb( Ri ) est un ensemble line’aire. 
ans route la suite; 7’ designera l’alphabet {aI, &}. Considerons d, 19homomor- 
5 mu e l’addition, defini sur T par d(al) = 1 et d(&) = - 1. 
propriMs verifiees par cet homomorphisme: 
rtoutx E et rout y E y ) est un lmgage rationnel. 
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Pour tout langage L C T*, T/L est kgaj 6 d-‘( - d(L)). 
Prenons u E T/IL. 11 existe 21 E L teP que uv E 
d(v) = 0, d(u)F - d(L) et u E d-‘( -,d(L)). Rkipro 
il existe v E.II, tel que d(uv)= d(u)+d(v)=O. 
EDT/L. R 
Soit R un lrngage ratiomel inclus dam T”. Si #( ) est un ensemble 
he’aire et si R possdde ‘deux factf urs it&ants u et v tels que d(u) d(v) < 0, alors 
73 T/R est uy1 langage ra?ionnel. 
honstration. Comne *(R) est un ensemble likaire, il existe x0,. . . , & E tels 
O+ C:=*hixi : Ai E }. Cornme R pos& un facteur it&ant apparten- 
il existe i E (1, 
iue 
., k} tel que Xi e meme, il existe j E 
(1 , . . . , k} tel xi soit nkgatif. Nous pouvons en deduire que d(R) est kgal B 
y oti y est te plus grand commun divisew de 1 x1 I,. . . ,I xk I- Et d’aprGs les 
Lemmes 2.2 et 2-3, D T/R = d-‘( - x0 + y) est un langage rationnel. III 
Soit R un langage rationnei inclus dans T*, Si tout facteur it&ant de R 
appartient 2 a4 -‘( ), alors, pour tout k E , les langages R,={xER: d(x)=k}, 
R2=(x E R: d(x)>k} et R3={x E R: d(x)<k} sent rationnels. 
Soient M = (Q, T, f, qo, F) un automate d’ktat fini deterministe qui 
recorjnait R et 12 22 nombre d’ktats de . Prenons Q’=Qx(-n ,..., k+n}, 
4; = (dyO, 0) et dkfinissons f’ sur Q’ x T par: 
(f(q,b),i+d(b)) si -n<i<k+n, 
f’((q, 9, b) = 
(f(4, W? i I sinon. 
Pour j = l&3, posons ;=(Q’,T,f’,q:,F;) oti F;=Fx{k}, F;= 
Fx{k+l , . . . , k + n} et F: = F x { - n + 1,. . . , k - I}. Comme tout fa 
de R appartient B d -’ ), pour toute factorisation 3 d’un mot 
est supkieur ii - n. s en dhduire que pour j = l,2,3, le 
reconnu par A 
et 
et 
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(ii) Si taus les facteurs it&ants de R et tous ceux de R r appartiennet h d-‘(N), ii 
existe, alors x0 E 2, XI,. . . 9 X& E N tels que d (R ‘) = (~0 + Xi”,, AjXi I Ai E N}. On peut 
done trouver un ensemble fini F C 2, z E Z tels que d (R ‘) = F U (z + Ny ) 09 y est 
le plus grand commun diviseur de x1,. . . , xk. D’apres It: Lcmme 2.3, D T/R ’ est egal 
& d-‘(-d(R’))=d-‘(F’)Ud-‘(t’+Ny’) ou I!‘= -F, z’= -z et y’= -y. Le 
Iangage R n d-*(F) = U&x E R: d(x) = t) est rationnel d’aprh le Lemme 2.5. 
Quant 2 R 17d-‘(z’+Ny’), il est &gal Q {x ER: d(x)<z’+l}nd-‘(z’+Zy) qui 
est un langage rationnel d’apres les Lemmes 2.2 et 2.5. Done R n (D T/R’) = 
(R 0 d-l(;F’)) up (R n d-l(.?+ NY’)) est un langage rationnel. 
(iii) Si tous les facteurs it&ants de R appartiennent Bd-‘(N) et tous ceux de R ’ 
appartiennent &d-*( - N), on montre de la meme fagon que d(R ‘) = F U (Z + Ny) 
air F est um ensemble fini de 2, z = - z’ E 2 et y ’ = - y E N. La seule difference 
avec le (ii:) esi que y est GO. Done R n d-‘(z’+Ny’) est 6gal 21 {x E R: d(x) > 
z’- 1) n dwl(z’ t 2~'). Mais, d’apres les Lemmes 2.2 et 2.5, c’est encore un langage 
rationnel. 
La demonstration s’acheve n remarquant que tous Ies autres cas possiblee sent 
symetriques de l’un des cas etudies. Cl 
Nons pouvons maintenant enoncer: 
Pro~ition 2.7. Soient L1 et Lz dew langages SW des alphabets disjoints. Si L1L2 
appartient ii %(D t), le plus petit cone rationnel contenant le Dyck SW une lettre, alors 
l’un des deux langages L1, Lz est rationnel. 
Demonstration. Soient TI et Tz, deux alphabets disjoints tels que L, c Tr et 
Lz c T:. Si L,L, appartient B %(DT), il existe un alphabet Y, un langage rationnel 
R c Y * et deux homomorphismes alphabetiques h et g (h (Y) C T U {e}, g(Y) C 
TI U Tz U {e]) tefs que L1L2 = g(h-‘(DT) 0 R) (cf. [9]). Pour i = 1,2, posons 
Yi =(a t Y: g(a)E ljri U(e)}. Comme LIL& TfTT, L1E2= g(h-‘(D:)n R’) oti 
R ’ J= R fl Y 7 Y Z. II est facile de verifier que R ’ peut s’ecrirz Llr=, R SR 7 06 
vj E {I,. c., k}, RI, R; sont des langages rationnels vbrifiant R i C Yf et Rq 5 Y $. 
On supposera, e plus, que @(RI) et +(R y) sont des ensembles lineaires (cf. Lemme 
2.1). DOIIC LlLz= LsF=, Vj avec Vj = g(h-‘(Dr)fI RIRY). 
Pour i = 1,2, l’homomorphisme hi de (TI U T2)* dans TT est defini sur T1 U T2 
Par 
a si a E Ti, 
hj(aj = 
e sinon. 
deux langages h 1( vi), 
1us respectivemen t dans 
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u tilisan t l’egali te h-‘(DT)/R’i’= h -‘(D T/h (R y)), an abtien t h,( vi;; = 
g(R{ fl h-‘(h (RI) n (D T/h (R”$))). De la meme fasan, an peut mantrer que 
hz( Vj) = g (R 7 n h -‘(h (R 7) f3 (D T/h (R I)))). Le Lemme 2.6 implique, alars, qu, 
l’un des langages hl(Vi), hz(Vj) est ratiannel. Pour i = 1,2, pasans Ki = 
{j E (1,. . . , k}: hi (TV’,) et rationnel}. D’apres la prapriete ci-dessus, M1 U K, = 
0 9-**9 k} et comme, pour i = I, 2, ia, (LILZ) = Li, hi (Vi) C Li, kfj E (1,. e . , k}. NOUS 
ohtenons alors L& = RIL; U L:Rz au pour i = 1,2, Ri = UjEKi h (15) es;t un 
‘angage rationnel et L: est egal B UjEK, hi(Vj) wet i’ = 3 - i. 11 est, alors, clair que 
I_., ou Lz doit etre un langage rationnel. 0 
Remarquons que la proposition prkedente n’est plus vraie si on remplace le 
Dyck sur une lettre par IX*, le semi-Dyck sur une lettre. En effet, montrans: 
LIL2E %(Di*) avec L, = {anbP: n ap >O} et L2 = (c”d’: t 2 s 20). 
Considerons l’alphabet Y = {bl, bz, . . . , b6} et Idefinissorls I hamomorphisme h de 
Y* dans T* par h(bl)= h(b6)= e, h(b2) = h(b,)= al et h(b3)= h(bs) = &. IIe 
meme l’homomorphisme g de Y * dans {a, b, c’, d}* est defini sur Y par g(b,) = 
g(b2) = a, g(k) = g(k) = d, g(b3) = b et g(b4) = c. I1 est, alars, facile de verifier 
l’egalite entre L1L2 et g(h-‘(DI*) 17 bTb;bSb:bzbQ. 
D’autre part de la proposition precedente, naus pouvons deduire 
immediatement: 
Corollaire 2.8. Soit L 
A lots, LcL appartier.; 
un langage defini SW un alphabet nc contenant pas la lettre c. 
a %(D T) si et seulement si L est un langage rationnel. 
L’aperation “chevron” qui a taut langage L fait carrespondre (L) = {a “xb n 
x E L, n 2 0} oti a et b sant de nouveaux symbales, a kte definie et etudiee dans [2] 
et [3]. En utilisant la cammut,ativite de D 7, naus powons deduire de la Proposition 
2.7: 
Corollaire 2.9. Soient L un langage inclus dans TT, a et b deux symboles n’appar- 
tenant pas a Tl. Alors (L) = {a”xb” l . x E L, n 2 0) appartient h %(D 7) si et 
seulement si L est un langage rationnel. 
kmonstration. Si (L) E %‘(a>:), il existe [9], un alphabet Y, un langage rationnel 
R C Y” et dcux homomorphismes alphabetiques h et g tels que (L) = 
g(h -‘(D 7) n R ). Posans A ={xE Y: g(x)E(a,e)),B ={xE Y: g(x)E{b,e}}et 
E T, U (4)). Comme (L) c a * 
one R ’ peut s’ecrire U Fzl 
langages ratiannels inclus respectivement dans A 
un langage c v&i 
g(h-‘(DT)n “i’ et 
ratiannel. 
ent si L est un langage rationnel, il est clair que (1.. )E % ( 
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